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 1.  Testowanie łącznej istotności wybranych regresorów

 2. Założenia klasycznego modelu regresji liniowej

 3. Własności estymatora MNK w KMRL
◦ Wartość oczekiwana i nieobciążoność estymatora b

◦ Wariancja i efektywność estymatora b: twierdzenie Gaussa-Markowa

 4. Estymator wariancji błędu losowego





 Krok 1. Stawiamy hipotezę zerową H0: 

 Brak podstaw do odrzucenia tej hipotezy oznacza, że zmienne 

 są łącznie nieistotne (powinny zostać usunięte z modelu).

 Model bez ograniczeń

 Model z ograniczeniami
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 Krok 2. Przy założeniu, że postawiona hipoteza zerowa jest prawdziwa, 
wyznaczamy statystykę testową z rozkładu F: 

 Gdzie:

 R², e’e oznaczają współczynnik determinacji i sumę kwadratów reszt dla 
modelu bez ograniczeń 

 R2
R , eR‘eR to te sama wielkości, ale dla modelu z ograniczeniami,

 g oznacza liczbę ograniczeń, 

 K – ilość szacowanych parametrów w modelu bez ograniczeń,

 n – liczba obserwacji
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 Krok 3. Odczytujemy z tablic rozkładu F wartość krytyczna (α - poziom 
istotności)
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 Krok 4. Podjęcie decyzji

 F ≥ F * - odrzucamy hipotezę zerowa  (zmienne są łącznie istotne).

 F < F * - nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej (zmienne są 
łącznie nieistotne).
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Dystrybuanta rozkładu F-Snedecora





 1. Związek pomiędzy zmienną zależną a zmiennymi niezależnymi opisany 
jest równaniem:

 2. Zmienne objaśniające                                  są nielosowe dla 

 3. Wartość oczekiwana błędu losowego jest równa zeru:

 4. Zaburzenia losowe ε są sferyczne. Oznacza to, że warunkowa 

macierz wariancji-kowariancji wektora zaburzeń  przy danej macierzy X 
ma postać:

 gdzie  I oznacza macierz jednostkową. 
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 Założenie sferyczności zaburzeń oznacza:

 po pierwsze, że wariacje kolejnych zaburzeń (elementy na  diagonalnej) 
są takie same dla wszystkich obserwacji i równe     , gdzie         jest 
nieznaną dodatnią stałą; 

 po drugie, że elementy pozadiagonalne, które są kowariancjami
zaburzeń dla różnych obserwacji są równe zero, a więc zaburzenia dla 
różnych obserwacji są ze sobą nieskorelowane. 
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 Stałość wariancji zaburzeń  nazywamy homoskedastycznością zaburzeń. 
Oznacza to, że zaburzenia losowe są jednakowo rozproszone wokół  
zerowej wartości oczekiwanej. Jeśli wariancje  nie byłyby jednakowe, to 
sytuację taką nazywamy heteroskedastycznością. 
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                      Rys.1.   Heteroskedastyczność  
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0

Reszty

Homoskedastyczność: reszty zachowują 

się losowo.

0

Reszty

Heteroskedastyczność: Wariancja reszt 

zmienia się wraz ze zmianą zmiennej 

niezależnej X.

x 

Oznacza to, że zaburzenia 
losowe są jednakowo 

rozproszone wokół  zerowej 
wartości oczekiwanej. 



 Przypadek zerowych kowariancji dla różnych zaburzeń losowych       oraz  
nazywamy brakiem autokorelacji zaburzeń. Oznacza to, że zaburzenia 
losowe dla różnych obserwacji są niezależne, a przez to 
nieskorelowane, a więc nie mają tendencji do gromadzenia się np. wokół 
dodatnich lub ujemnych (lub naprzemiennie dodatnich i ujemnych) 
wartości.
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                      Rys. 2. Autokorelacja 



X

Y

Reszty mają rozkład normalny
z wartością oczekiwaną 
znajdującą się na linii regresji.
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W klasycznym modelu regresji liniowej najlepszym liniowym i 

nieobciążonym estymatorem wektora parametrów      jest b wyznaczone za 

pomocą MNK

o macierzy wariancji-kowariancji
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 1. Estymator b jest estymatorem liniowym, gdyż jest liniową funkcją 
zmiennej   losowej y.

 2. b jest estymatorem nieobciążonym, to znaczy                       .

 i podstawiając za y

 otrzymamy:

 3. Estymator b jest estymatorem najlepszym w tym sensie,  że każdy 
inny estymator liniowy i nieobciążony ma macierz wariancji-kowariancji 
większą od tej dla b. Estymator taki nazywamy estymatorem 
efektywnym. 
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Estymator 

nieobciążony

Estymator 

obciążony

{

Obciążenie



Estymator jest efektywnym, jeśli ma najniższą wariancję i

odchylenie standardowe.

Estymator 

efektywny

Estymator 

nieefektywny

Efektywność





 Ponieważ zaburzenia losowe       są nieznane, to i nieznana jest ich 
wariancja. 

 Wektor reszt e w wyznaczony z próby traktujemy jako wektor 
estymatorów zaburzeń losowych. 

 Istnieje więc przesłanka dla wyznaczenia estymatora wariancji        na 
podstawie wektora reszt e.

 W teorii ekonometrii dowodzi się twierdzenie, że 
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 Standardowy błąd szacunku parametru  βi mówi o ile jednostek wartość  
bi różni się od nieznanej wielkości parametru β i.
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1. Jak testujemy hipotezę o nieistotności określonego 
podzbioru regresorów?

2. Proszę wymienić założenia klasycznego modelu regresji 
liniowej.

3. Proszę sformułować twierdzenie Gaussa-Markowa i je 
zinterpretować.

4. Co to jest błąd standardowy estymatora? Proszę podać 
wzór dla przypadku regresji wielu zmiennych i go  
zinterpretować.



Dziękuję za uwagę


